
マクロ経済 II第五回宿題解答†

TA : 荒渡良‡

問題1

(a).２つの問題、

max −
t1−1∑
t=t0

[
xt

ut

]′ [
Rt Wt

W ′
t Qt

][
xt

ut

]
− x′t1Pt1xt1 , (B.2.2)

s.t. xt+1 = Atxt + Btut, (B.2.2’)

と、

min

t1−1∑
t=t0

{
x′t(Rt −WtQ

−1
t W ′

t)xt + u∗t
′Qtu

∗
t

}
+ x′t1Pt1xt1 , (B.3.1)

s.t. xt+1 = (At −BtQ
−1
t W ′

t)xt + Btu
∗
t , (B.3.2)

が同値であることを示す。ただし、定義しなおされた control variable u∗t は

u∗t = Q−1
t W ′

txt + ut, (B.3.3)

により与えられる1。
まず、state variableの law of motionが２つの問題で一致していることを示す。二つ目の問題の law

of motion (B.3.2) に u∗t の定義 (B.3.3) を代入して整理していくと、

xt+1 = (At −BtQ
−1
t W ′

t)xt + Btu
∗
t

= (At −BtQ
−1
t W ′

t)xt + Bt(Q
−1
t W ′

txt + ut)

= Atxt −BtQ
−1
t W ′

txt + BtQ
−1
t W ′

txt + Btut

= Atxt + Btut.

最後の式は、一つ目の問題の stateの law of motion (B.2.2’) と一致しており、すなわち二つの問題
で、制約条件式である law of motionは同値である。

†解答の作成にあたっては、経済学研究科 D1の川元康一氏に協力して頂いた。
‡E-mail address:ege001ar@mail2.econ.osaka-u.ac.jp
1(B.3.3)より、（xt を givenとして、）ut の値の選択と u∗t の値の選択は１対１に対応している。
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次に、目的関数が二つの問題で一致していることを示す。まず (B.3.1)について、

min

t1−1∑
t=t0

{
x′t(Rt −WtQ

−1
t W ′

t)xt + u∗t
′Qtu

∗
t

}
+ x′t1Pt1xt1

= max −
t1−1∑
t=t0

{
x′t(Rt −WtQ

−1
t W ′

t)xt + u∗t
′Qtu

∗
t

}− x′t1Pt1xt1 . (1)

ここで (1)の括弧の中身について、

x′t(Rt −WtQ
−1
t W ′

t)xt + u∗t
′Qtu

∗
t

= −x′tRtxt + x′tWtQ
−1
t W ′

txt − (Q−1
t W ′

txt + ut)
′Qt(Q

−1
t W ′

txt + ut)

= −x′tRtxt + x′tWtQ
−1
t W ′

txt − x′tWt(Q
−1
t )′QtQ

−1
t W ′

txt

− x′tWt(Q
−1
t )′Qtut − u′tQtQ

−1
t W ′

txt − u′tQtut, (2)

Qtは symmetricなのでQt = Q′
t. 従って、QtQ

−1
t = Q′

tQ
−1
t = I. 単位行列は転置しても同じ行列なの

で、Q′
tQ

−1
t = (Q−1

t )′Qt = I. これを用いると、

(2) = −x′tRtxt + x′tWtQ
−1
t W ′

txt − x′tWtQ
−1
t W ′

txt − x′tWtut − u′tW
′
txt − u′tQtut

= −x′tRtxt − 2u′tW
′
txt − u′tQtut

= −
[
xt

ut

]′ [
Rt Wt

W ′
t Qt

][
xt

ut

]
. (3)

(1), (2), (3)より、

min

t1−1∑
t=t0

{
x′t(Rt −WtQ

−1
t W ′

t)xt + u∗t
′Qtu

∗
t

}
+ x′t1Pt1xt1

= max −
t1−1∑
t=t0

[
xt

ut

]′ [
Rt Wt

W ′
t Qt

][
xt

ut

]
− x′t1Pt1xt1 . (4)

すなわち、二つの問題の目的関数 (B.2.2)と (B.3.1)は同値である。
以上より、二つの問題が同値であるといえる。

(b).二つの問題の feedback ruleが
Ft = F t + Q−1

t W ′
t , (5)

という関係を満たすことを示す。ただし、

Ft = (Qt + B′
tPt+1Bt)

−1(B′
tPt+1At + W ′

t), (6)

F t = (Qt + B′
tPt+1Bt)

−1B′
tPt+1At, (7)

At = At −BtQ
−1
t W ′

t , (8)
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である。

F t + Q−1
t W ′

t = (Qt + B′
tPt+1Bt)

−1B′
tPt+1(At −BtQ

−1
t W ′

t) + Q−1
t W ′

t

= (Qt + B′
tPt+1Bt)

−1B′
tPt+1At − (Qt + B′

tPt+1Bt)
−1B′

tPt+1BtQ
−1
t W ′

t + Q−1
t W ′

t

= (Qt + B′
tPt+1Bt)

−1B′
tPt+1At

− (Qt + B′
tPt+1Bt)

−1
{
B′

tPt+1BtQ
−1
t W ′

t − (Qt + B′
tPt+1Bt)Q

−1
t W ′

t

}

= (Qt + B′
tPt+1Bt)

−1B′
tPt+1At

− (Qt + B′
tPt+1Bt)

−1
{
B′

tPt+1BtQ
−1
t W ′

t −QtQ
−1
t W ′

t −B′
tPt+1BtQ

−1
t W ′

t

}

= (Qt + B′
tPt+1Bt)

−1B′
tPt+1At + (Qt + B′

tPt+1Bt)
−1W ′

t

= (Qt + B′
tPt+1Bt)

−1(B′
tPt+1At + W ′

t)

= Ft (9)

よって、Ft = F t + Q−1
t W ′

t である。

(c). 二つの問題において value functionを求めるための、それぞれのRiccati equation、

Pt = Rt + A′
tPt+1At − (A′

tPt+1Bt + Wt)(Qt + B′
tPt+1Bt)

−1(B′
tPt+1At + W ′

t) (B.2.8)

= Rt + A′
tPt+1At − (A′

tPt+1Bt + Wt)Ft, (B.2.8’)

Pt = Rt + A
′
tPt+1At − A

′
tPt+1Bt(Qt + B′

tPt+1Bt)
−1B′

tPt+1At (B.3.9)

= Rt + A
′
tPt+1At − A

′
tPt+1BtF t, (B.3.9’)

の二つが同値な式であることを示す2。ただし、

Rt = Rt −WtQ
−1
t W ′

t , (B.3.6)

である。
前問 (b) で得た F t = Ft −Q−1

t W ′
t を用いて (B.3.9’) を変形していくと、

Pt = Rt + A
′
tPt+1At − A

′
tPt+1BtFt + A

′
tPt+1BtQ

−1
t W ′

t

= Rt + A
′
tPt+1

(
At −BtFt + BtQ

−1
t W ′

t

)

= Rt + A
′
tPt+1

(
At −BtQ

−1
t W ′

t −BtFt + BtQ
−1
t W ′

t

)

= Rt + A
′
tPt+1 (At −BtFt)

= Rt + (At −BtQ
−1
t W ′

t)
′Pt+1 (At −BtFt)

= Rt + A′
tPt+1At − A′

tPt+1BtFt −Wt(Q
−1
t )′B′

tPt+1At + Wt(Q
−1
t )′B′

tPt+1BtFt

= Rt −WtQ
−1
t W ′

t + A′
tPt+1At − A′

tPt+1BtFt −Wt(Q
−1
t )′B′

tPt+1At + Wt(Q
−1
t )′B′

tPt+1BtFt

= Rt + A′
tPt+1At − A′

tPt+1BtFt −Wt

(
Q−1

t W ′
t + (Q−1

t )′B′
tPt+1At − (Q−1

t )′B′
tPt+1BtFt

)
. (10)

2(B.2.8’), (B.3.9’)への変形は、それぞれ Ft, F t の定義による。
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ここで、Qtは symmetricであることから、(Q−1
t )′ = Q−1

t . よって、

(10) = Rt + A′
tPt+1At − A′

tPt+1BtFt −WtQ
−1
t (W ′

t + B′
tPt+1At −B′

tPt+1BtFt) . (11)

Ft = (Qt + B′
tPt+1Bt)

−1(B′
tPt+1At + W ′

t)より、W ′
t + B′

tPt+1At = (Qt + B′
tPt+1Bt)Ft. よって、

(11) = Rt + A′
tPt+1At − A′

tPt+1BtFt −WtQ
−1
t {(Qt + B′

tPt+1Bt)Ft −B′
tPt+1BtFt}

= Rt + A′
tPt+1At − A′

tPt+1BtFt −WtFt

= Rt + A′
tPt+1At − (A′

tPt+1Bt + Wt) Ft. (12)

これは (B.2.8’) の右辺と一致している。
以上より、二つのRiccati equation (B.2.8)と (B.3.9) は同値である。

(d). 二つの問題の optimal closed loof system が同等であること、すなわち、

At −BtFt = At −BtF t, (13)

であることを示す。
At, F tの定義を用いてAt −BtF tを変形していくと、

At −BtF t

= (At −BtQ
−1
t W ′

t)−Bt(Qt + B′
tPt+1Bt)

−1B′
tPt+1(At −BtQ

−1
t W ′

t)

= At −Bt

{
Q−1

t W ′
t + (Qt + B′

tPt+1Bt)
−1B′

tPt+1(At −BtQ
−1
t W ′

t)
}

= At −Bt(Qt + B′
tPt+1Bt)

−1
{
(Qt + B′

tPt+1Bt)Q
−1
t W ′

t + B′
tPt+1(At −BtQ

−1
t W ′

t)
}

= At −Bt(Qt + B′
tPt+1Bt)

−1
{
W ′

t + B′
tPt+1BtQ

−1
t W ′

t + B′
tPt+1At −B′

tPt+1BtQ
−1
t W ′

t

}

= At −Bt(Qt + B′
tPt+1Bt)

−1(W ′
t + B′

tPt+1At)

= At −BtFt. (14)

以上より、At −BtFt = At −BtF tである。

問題2

max
{ct,it}

−
∞∑

t=1

(0.9)t
{
(50− ct)

2 + i2t
}

, (15)

s.t. ct + it = 0.2at + yt, (16)

at+1 = at + it, (17)

yt+1 = 5 + 0.7yt − 0.2yt−1. (18)
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(問題 2-1)

xt = [1, at, yt, yt−1]
′, ut = [it] と置くと、この問題の二つの制約式 (17)–(18)は




1

at+1

yt+1

yt


 =




1 0 0 0

0 1 0 0

5 0 0.7 −0.2

0 0 1 0







1

at

yt

yt−1


 +




0

1

0

0


 it, (19)

と書き換えられる。従って、

A =




1 0 0 0

0 1 0 0

5 0 0.7 −0.2

0 0 1 0


 , B =




0

1

0

0


 , (20)

とおくと、
xt+1 = Axt + But, (21)

と出来る。次に、pay-off function を g(ct, it)とおくと、(16)を用いて

g(ct, it) = (50− ct)
2 + i2t

= (50− 0.2at − yt + it)
2 + i2t

= 2500− 10at − 50yt + 50it − 10at + 0.04a2
t + 0.2atyt − 0.2atit

− 50yt + 0.2atyt + y2
t − ytit + 50it − 0.2atit − ytit + i2t + i2t

= 2500− 20at − 100yt + 100it + 0.04a2
t + 0.4atyt − 0.4atit + y2

t − 2ytit + 2i2t . (22)

この pay-off functionは既に２次関数なので、近似の必要はないことに注意する。従って、

g(ct, it) =
[
1 at yt yt−1 it

]




2500 −10 −50 0 50

−10 0.04 0.2 0 −0.2

−50 0.2 1 0 −1

0 0 0 0 0

50 −0.2 −1 0 2







1

at

yt

yt−1

it




=
[
1 at yt yt−1

]



2500 −10 −50 0

−10 0.04 0.2 0

−50 0.2 1 0

0 0 0 0







1

at

yt

yt−1


 + it(2)it + 2

[
1 at yt yt−1

]



50

−0.2

−1

0


 it.

(23)

よって、

R =




2500 −10 −50 0

−10 0.04 0.2 0

−50 0.2 1 0

0 0 0 0


 , Q = 2, W =




50

−0.2

−1

0


 , (24)
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とおくと、pay-off functionを
x′tRxt + u′tQut + 2x′tWut, (25)

とできる。

(問題 2-2)

テキスト p.1020の交差項の消去法（(B.3.3)式）より、

u∗t = Q−1W′xt + ut

=
1

2

[
50 −0.2 −1 0

]



1

at

yt

yt−1


 + it

= 25− 0.1at − 0.5yt + it. (26)

よって、
u∗t = 25− 0.1at − 0.5yt + it. (27)

次に、（テキスト p.1020の (B.3.6)式より）

R = R−WQ−1W′

=




2500 −10 −50 0

−10 0.04 0.2 0

−50 0.2 1 0

0 0 0 0


−

1

2




50

−0.2

−1

0




[
50 −0.2 −1 0

]

=




1250 −5 −25 0

−5 0.02 0.1 0

−25 0.1 0.5 0

0 0 0 0


 . (28)

よって、

R =




1250 −5 −25 0

−5 0.02 0.1 0

−25 0.1 0.5 0

0 0 0 0


 . (29)
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最後に、（テキスト p.1020の (B.3.7)式より）

A = A−BQ−1W′

=




1 0 0 0

0 1 0 0

5 0 0.7 −0.2

0 0 1 0


−

1

2




0

1

0

0




[
50 −0.2 −1 0

]

=




1 0 0 0

−25 1.1 0.5 0

5 0 0.7 −0.2

0 0 1 0


 . (30)

よって、

A =




1 0 0 0

−25 1.1 0.5 0

5 0 0.7 −0.2

0 0 1 0


 . (31)

(問題 2-3)

前問までの変換により、Problemは以下で定式化される。

max
u∗t

−
∞∑

t=1

(0.9)t
{
x′tRxt + u∗t

′Qu∗t
}

, (32)

s.t. xt+1 = Axt + Bu∗t . (33)

value functionも２次形式−x′tPxt になると guessするとBellman equationは以下で与えられる。

−x′tPxt = max
u∗t

−{
x′tRxt + u∗t

′Qu∗t + 0.9x′t+1Pxt+1

}
. (34)

ただし、無限期間問題における stationarityを用いている。xt+1に law of motion を代入することで、

−x′tPxt = max
u∗t

−{
x′tRxt + u∗t

′Qu∗t + 0.9(Axt + Bu∗t )
′P(Axt + Bu∗t )

}
. (35)

次に、f.o.c.より policy functionを求める。B.E.の右辺の u∗t についての最大化のための f.o.c.は、

2Qu∗t + 0.9(2B′PAxt + 2B′PBu∗t ) = 0, (36)

⇐⇒ (Q + 0.9B′PB)u∗t = −0.9B′PAxt. (37)

したがって、
u∗t = −0.9(Q + 0.9B′PB)−1B′PAxt, (38)

となるので、
F∗ = 0.9(Q + 0.9B′PB)−1B′PA, (39)
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と置くと、u∗t = −F∗xt とできる。
xtは (4× 1)のベクトルなので、value function x′tPxtをつくる行列P は (4× 4)の行列である。こ
のPを 


P11 . . . P14

...
. . .

...

P41 . . . P44


 , (40)

とおく。この時、

B′PB =
[
0 1 0 0

]



P11 . . . P14

...
. . .

...

P41 . . . P44







0

1

0

0




=
[
P21 P22 P23 P24

]



0

1

0

0




= P22, (41)

B′PA =
[
0 1 0 0

]



P11 . . . P14

...
. . .

...

P41 . . . P44







1 0 0 0

−25 1.1 0.5 0

5 0 0.7 −0.2

0 0 1 0




=
[
P21 P22 P23 P24

]



1 0 0 0

−25 1.1 0.5 0

5 0 0.7 −0.2

0 0 1 0




=




P21 − 25P22 + 5P23

1.1P22

0.5P22 + 0.7P23 + P24

−0.2P23




′

. (42)

これらと、前問までに求めたQをF∗に代入すると

F∗ = 0.9(2 + 0.9P22)
−1




P21 − 25P22 + 5P23

1.1P22

0.5P22 + 0.7P23 + P24

−0.2P23




′

=
1

2 + 0.9P22




0.9P21 − 22.5P22 + 4.5P23

0.99P22

0.45P22 + 0.63P23 + 0.9P24

−0.18P23




′

, (43)
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である。

(問題 2-4)

value functionを x′tPjxt と guessしたとする。これを Bellman equation の右辺に代入し、policy

functionを求め、それをBellman equation に代入したとき、新たに得られる value functionの guess

x′tPj+1xtの行列Pj+1は以下を満たす（Riccati equation）。

Pj+1 = R + 0.9A
′
PjA− 0.92A

′
PjB(Q + 0.9B′PjB)−1B′PjA. (44)

いま、P0 = 0という guessを置いたとする。このとき、新たな guess P1は、(44)より

P1 = R =




1250 −5 −25 0

−5 0.02 0.1 0

−25 0.1 0.5 0

0 0 0 0


 . (45)

次に、この guess P1を用いると、(44)より新たな guess P2は、

P2 = R + 0.9A
′
P1A− 0.92A

′
P1B(Q + 0.9B′P1B)−1B′P1A

= R + 0.9A
′
RA− 0.92A

′
RB(Q + 0.9B′RB)−1B′RA

=




2364.9653 −9.9058 −42.8394 4.4599

−9.9058 0.0416 0.1758 −0.0196

−42.8394 0.1758 0.7854 −0.0714

4.4599 −0.0196 −0.0714 0.0178


 . (46)

同様に、次の guess P3は (44)より、

P3 = R + 0.9A
′
P2A− 0.92A

′
P2B(Q + 0.9B′P2B)−1B′P2A

=




3399.4013 −14.7697 −52.2115 7.6648

−14.7697 0.0645 0.2226 −0.0347

−52.2115 0.2226 0.8703 −0.1004

7.6648 −0.0347 −0.1004 0.0278


 . (47)

(問題 2-5)

問題は以下のように書き換えられる。

max
{ct,it}

−
∞∑

t=1

(0.9)t
{
(50− ct)

2 + i2t
}

, (48)

s.t. ct + it = 0.2at + yt, (49)

at+1 = at + it, (50)

yt+1 = 5 + 0.7yt − 0.2yt−1 + 0.5εt+1, (51)

εt ∼ N (0, 1), i.i.d. (52)
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この問題を LQ化する。まず、pay-off functionは以前と変わらないので、

{
(50− ct)

2 + i2t
}

= x′tRxt + u′tQut + 2x′tWut, (53)

となる。ただし、state vector xt, control vector utは前問までの定義と、行列R, Q, Wは前問まで
に求めたものと同じである。
続いて、stateの law of motionは、




1

at+1

yt+1

yt


 =




1 0 0 0

0 1 0 0

5 0 0.7 −0.2

0 0 1 0







1

at

yt

yt−1


 +




0

1

0

0


 it +




0

0

0.5

0


 εt+1, (54)

と書き表せるので、

C =




0

0

0.5

0


 , (55)

と定義することで、xt+1 = Axt + But + Cεt+1 とできる。ただし、行列A, Bは前問までに求めたも
のと同じである。
次に、pay-off functionの交差項を消去するために、新たな control vector ut

∗を

u∗t = Q−1W′xt + ut

( ⇐⇒ ut = u∗t −Q−1W′xt

)
, (56)

と定義する。このとき pay-off functionは

x′tRxt + u′tQut + 2x′tWut = x′tRxt + u∗t
′Qu∗t , (57)

とできる。ただし、行列Rは前問までに求めたものと同様である。また、このとき stateの law of

motionは、

xt+1 = Axt + But + Cεt+1

= Axt + B(u∗t −Q−1W′xt) + Cεt+1

= (A−BQ−1W′)xt + Bu∗t + Cεt+1

= Axt + Bu∗t + Cεt+1, (58)

となる。ただしAは前問までで導出したものである。
以上より、元の問題は

max
u∗t

−
∞∑

t=1

(0.9)t
{
x′tRxt + u∗t

′Qu∗t
}

, (59)

s.t. xt+1 = Axt + Bu∗t + Cεt+1, (60)

と Linear Quadratic formで表せる。
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不確実性の存在に基づく valueの減少を考慮して、value functionを−x′tP̃xt − d, (dは未知のスカ
ラー定数)と guessする。このとき、Bellman equationは

−x′tP̃xt − d =

max
u∗t

{
−x′tRxt − u∗t

′Qu∗t + 0.9E
[
−(Axt + Bu∗t + Cεt+1)

′P̃(Axt + Bu∗t + Cεt+1)− d
]}

, (61)

と定式化される。ここで、

E
[
−(Axt + Bu∗t + Cεt+1)

′P̃(Axt + Bu∗t + Cεt+1)− d
]

=E
[
− (Axt + Bu∗t )

′P̃(Axt + Bu∗t )− (Axt + Bu∗t )
′P̃Cεt+1 − ε′t+1C

′P̃(Axt + Bu∗t )

− ε′t+1C
′P̃Cεt+1

]
− d

=− (Axt + Bu∗t )
′P̃(Axt + Bu∗t )− E

[
ε′t+1C

′P̃Cεt+1

]
− d, (62)

ただし、最後の等式はE[εt+1] = 0による。ここで、

E
[
ε′t+1C

′P̃Cεt+1

]

=E
[
tr(ε′t+1C

′P̃Cεt+1)
]

=E
[
tr(C′P̃Cεt+1ε

′
t+1)

]

=tr(C′P̃C)E
[
εt+1ε

′
t+1

]

=tr(C′P̃C)

=tr(P̃CC′). (63)

これを用いると、Bellman equationは以下のように書き直せる。

−x′tP̃xt − d =

max
u∗t

{
− x′tRxt − u∗t

′Qu∗t − 0.9(Axt + Bu∗t )
′P̃(Axt + Bu∗t )− 0.9tr(P̃CC′)− 0.9d

}
, (64)

Bellman equationの右辺の u∗t についての最大化のための f.o.c.は、

2Qu∗t + 0.9(2B′P̃Axt + 2B′P̃Bu∗t ) = 0, (65)

と、問題 (2-3)で求めたものと同様となり、したがって、policy functionは

u∗t = −F̃∗xt, (66)

where F̃∗ = 0.9(Q + 0.9B′P̃B)−1B′P̃Axt, (67)

とできる。これをBellman equationの右辺に代入すると、

−x′tP̃xt − d =

− x′t
[
R + F̃∗

′
QF̃∗ + (Axt −BF̃∗)′P̃(Axt −BF̃∗)

]
xt − 0.9tr(P̃CC′)− 0.9d. (68)
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このとき、P̃を求めるためのRicatti equationも、不確実性がなかった時のものと同様になり、従っ
て P̃は前問までのPと一致することになる3。
以上より、value functionは、x′tPxt − dとなり、不確実性に基づく valueの減少は dとなる。この

dを求めるための条件は、(68)より、

−d = −0.9tr(PCC′)− 0.9d, (69)

で与えられる。ここで、Pに近似的に前問で求めたP3を用いると、

d = 9tr(P3CC′)

= 1.9583. (70)

(問題 2-6)

消費量は、

ct = 0.2at + yt − it

=
[
0 0.2 1 0

]



1

at

yt

yt+1


− it

=
[
0 0.2 1 0

]
xt − ut. (71)

また、変換された control vector u∗t の最適値、u∗t = −F∗xtについて、ut = u∗t −Q−1W′xt であるこ
とから、utの最適値は

ut = −F∗xt −Q−1W′xt

= −(F∗ + Q−1W′)xt, (72)

これを (71)に代入することで、最適消費量を

ct = Dxt, (73)

と、state vectorに線形な形で表せる。ただし行列Dは

D =
[
0 0.2 1 0

]
+ F∗ + Q−1W′ (74)

で与えられる。ここで、Pを、問題 (2-4)で求めたP3で近似すると、問題 (2-3)より

F∗ =
[
−6.6770 0.0310 0.0671 −0.0195

]
, (75)

3このことから、policy functionの F̃∗ も不確実性がなかったときの policy functionの F∗ と一致することになる。
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であり、行列Dは
D =

[
18.3230 0.1310 0.5671 −0.0195

]
, (76)

と求められる。
一方、最適な policyにしたがっているときの stateの law of motionは、

xt+1 = Axt + Bu∗t + Cεt+1

= (A−BF∗)xt + Cεt+1, (77)

であり、xtはMarkov Processに従っている。先と同様、Pを、問題 (2-4)で求めたP3で近似すると、

A−BF∗ =




1 0 0 0

−18.3230 1.0690 0.4329 0.0195

5 0 0.7 −0.2

0 0 1 0


 , (78)

と計算できる。
これと (73)を合わせると

xt+1 = (A−BF∗)xt + Cεt+1, (79)

ct = Dxt, (80)

もしくは、

xt+1 =




1 0 0 0

−18.3230 1.0690 0.4329 0.0195

5 0 0.7 −0.2

0 0 1 0


xt +




0

0

0.5

0


 εt+1, (81)

ct =
[
18.3230 0.1310 0.5671 −0.0195

]
xt, (82)

と、最適消費量を linear state-space systemの形で表現でき、最適消費量もMarkov Processに従うこ
とが分かる。
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補論: Equilibrium with Complete Markets (8.6. Examples)

TA:荒渡良†

平成 17 年 11 月 28 日

1 Notations

以下の問題を通じて、各 notationは次のように定義されると約束する。

• i ∈ {1, 2, · · · , I} : 個人の index。

• β : 効用の割引率。

• st : t期の state。

• st : t期までの stateの history。具体的には、st = (s0, s1, · · · , st)を表す。

• πt(st) : t期において state stが発生する、非条件付確率。

• πt(s
t) : t期において、ある特定の stateの history stが発生する、非条件付確率。

• q0
t (s

t) : Arrow-Debreu securityの price system。0は取引時点が 0期であることを、tは財の
受け渡し時点が t期であることを表す。また、st は「もしも t期に history st が発生したら、
Arrow-Debreu securityの所有者に財を一単位渡す」ことを意味している。

• ci
t(s

t) : t期において history stが発生した時の、第 i個人の消費量。各個人は起こり得る全ての
historyについて消費計画を立てることになる。

• ci : 第 i個人の消費計画の sequence。具体的には ci = {ci
t(s

t)}∞t=0を表す。

• yi
t(s

t) : t期において history stが発生した時に、第 i個人が得ることのできる endowment。不
確実な stateの history stに依存しているために、endowmentも不確実である。これが、モデル
全体の不確実性を生む。

†e-mail: ege001ar@mail2.econ.osaka-u.ac.jp
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8.6.1. Example 1: risk sharing

効用関数を

u(c) = (1− γ)−1c1−γ, γ > 0, (1)

と、CRRA型に特定する。この時、第 i個人の問題は次のように与えられる。

max
ci

∞∑
t=0

∑

st

βt
{
(1− γ)−1ci

t(s
t)1−γ

}
πt(s

t), (2)

s.t.
∞∑

t=0

∑

st

q0
t (s

t)ci
t(s

t) ≤
∞∑

t=0

∑

st

q0
t (s

t)yi
t(s

t). (3)

個人 iの Lagrangianを Li、Lagrange multiplierを µiとおくと

Li =
∞∑

t=0

∑

st

βt
{
(1− γ)−1ci

t(s
t)1−γ

}
πt(s

t) + µi

[ ∞∑
t=0

∑

st

{
q0
t (s

t)yi
t(s

t)− q0
t (s

t)ci
t(s

t)
}
]

. (4)

f.o.c.は

∂Li

∂ci
t(s

t)
= 0, ⇔ βtci

t(s
t)−γπt(s

t) = µiq
0
t (s

t), ∀t, st. (5)

である1。上記の f.o.c.は特定の個人 iのものであるが、他の全ての個人についても上記の f.o.c.は成
立する筈である。従って、任意の第 j個人について

βtcj
t(s

t)−γπt(s
t) = µjq

0
t (s

t), ∀t, st. (6)

が成立する。ここで、(5)と (6)の片々の比をとると、次式が成立する。

[
ci
t(s

t)

cj
t(s

t)

]−γ

=
µi

µj

, ∀t, st ⇔ ci
t(s

t) = cj
t(s

t)

(
µi

µj

)− 1
γ

. (7)

従って、第 i個人の消費量は、第 j個人の消費量の定数倍である。
次に、全ての個人の消費を足し合わせて、経済全体の中での個人の消費の性質を調べる。(7)を全
ての個人 i = 1, 2, · · · , Iについて足し合わせると

I∑
i=1

ci
t(s

t) =
I∑

i=1

cj
t(s

t)

(
µi

µj

)− 1
γ

= cj
t(s

t)
I∑

i=1

(
µi

µj

)− 1
γ

. (8)

1これは「もしも t期において特定の history stが発生したならば、どのような消費を行うか」という最適化問題を解
くための f.o.c.である。従って、全ての tと、起こり得る全ての history st について、この f.o.c.は成立しなければなら
ない。
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但し、上式の jはある特定の個人を表し、iは summationを取るための indexである。ここで、資源
制約より t期の総消費量は t期の総 endowmentを超えることはできないので、

I∑
i=1

ci
t(s

t) =
I∑

i=1

yi
t(s

t), (9)

が成立している2。これを (8)に代入すると、

cj
t(s

t) =

{
I∑

i=1

(
µi

µj

)− 1
γ

}−1

Yt(s
t). (10)

但し、Yt(s
t) =

∑I
i=1 yi

t(s
t)である。

(10)は次のようなことを意味する。まず、任意の第 j個人について、消費量は aggregate endowment

のみに依存し、個人の endowmentからは独立となっている。これは、Arrow-Debreu securityによっ
て個人的なリスクが完全に回避されており、complete marketが成立していることを意味する。また、
(10)より、個人間の消費の比率は historyに依存せず常に一定である。これはCRRA型効用関数を仮
定していることに依存している3。
最後に、(6)式より price systemは

q0
t (s

t) = µ−1
j βtcj

t(s
t)−γπt(s

t) (11)

= µ−1
j βt




{
I∑

i=1

(
µi

µj

)− 1
γ

}−1

Yt(s
t)



−γ

πt(s
t) (12)

= βt

{
I∑

i=1

µi

}−1

Yt(s
t)−γπt(s

t). (13)

以上より、Arrow-Debreu Equilibrium (ADE)は

cj
t(s

t) =

{
I∑

i=1

(
µi

µj

)− 1
γ

}−1

Yt(s
t), ∀t, st (14)

q0
t (s

t) = βt

{
I∑

i=1

µi

}−1

Yt(s
t)−γπt(s

t), ∀t, st (15)

によって特徴付けられる。

2これは、財を保存できないという仮定による。また、消費関数は増加関数なので、各個人が最適な行動を取っている
均衡において、資源制約が不等号で成立することはない。

3具体的には、CRRA型効用関数の下ではMRS=
(

ct+1
ct

)−γ

と、限界代替率が消費量の比にのみ依存する (homothetic)、

という性質による。
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8.6.2. Example 2: no aggregate uncertainty

二人の個人 i = 1, 2からなる経済を考える。次のように stateの process及び endowmentが決定さ
れるとする。

st ∈ [0, 1], (16)

y1
t (s

t) = st, y2
t (s

t) = 1− st, (17)

Yt(s
t) = y1

t (s
t) + y2

t (s
t) = st + (1− st) = 1. (18)

効用関数は u (ci
t(s

t)) , i = 1, 2と表す。この時、任意の第 i個人の問題は以下の様に表される。

max
ci

∞∑
t=0

∑

st

βtu
(
ci
t(s

t)
)
πt(s

t), (19)

s.t.
∞∑

t=0

∑

st

q0
t (s

t)ci
t(s

t) ≤
∞∑

t=0

∑

st

q0
t (s

t)yi
t(s

t). (20)

第 i個人の Lagrangianを Li、Lagrange multiplierを µiとおくと

Li =
∞∑

t=0

∑

st

βtu
(
ci
t(s

t)
)
πt(s

t) + µi

{ ∞∑
t=0

∑

st

(
q0
t (s

t)yi
t(s

t)− q0
t (s

t)ci
t(s

t)
)
}

. (21)

f.o.c.は

∂Li

∂ci
t(s

t)
= 0 ⇔ βtu′

(
ci
t(s

t)
)
πt(s

t) = µiq
0
t (s

t), ∀t, st. (22)

と求まる。ここで、任意の j = 1, 2についても上と同じ式が成立するため、第 i個人の f.o.c.と第 j個
人の f.o.c.の比をとると

u′ (ci
t(s

t))

u′
(
cj
t(s

t)
) =

µi

µj

⇔ u′
(
ci
t(s

t)
)

= u′
(
cj
t(s

t)
) µi

µj

, ∀t, st. (23)

ここで、効用関数 u(·)は strictly concaveなので、その一次導関数 u′(·)は必ず逆関数 u′−1(·)を持つ。
よって (23)は次の様に書き換えられる。

ci
t(s

t) = u′−1

(
u′

(
cj
t(s

t)
) µi

µj

)
, ∀t, st. (24)

次に、全ての個人の消費を足し合わせて、経済全体の中での個人の消費の性質を調べる。上式を
i = 1, 2について足し合わせると

c1
t (s

t) + c2
t (s

t) = u′−1

(
u′

(
cj
t(s

t)
) µ1 + µ2

µj

)
, ∀t, st. (25)
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但し、ここでは任意の jを fixedにして計算している。資源制約より

c1
t (s

t) + c2
t (s

t) = y1
t (s

t) + y2
t (s

t),

= st + (1− st)

= 1, ∀t, st (26)

が成立するので、任意の第 j個人について

1 = u′−1

(
u′

(
cj
t(s

t)
) µ1 + µ2

µj

)
, ∀t, st (27)

が成立する。この時、µ1、µ2は constantなので、(27)より、第 j個人の消費は任意の t、stについて
常に一定であることが分かる。従って

ci
t(s

t) = c̄i, ∀t, st, i = 1, 2. (28)

が成立する。但し、c̄iは constantである。
次に、時間、stateを通じて一定の消費量を具体的に求める。(22)を price systemについて解くと

q0
t (s

t) = βtπt(s
t)

u′(c̄i)

µi

, ∀t, st. (29)

但し、消費量は一定の c̄iで置き換えている。これを予算制約式に代入すると

∞∑
t=0

∑

st

βtπt(s
t)

u′(c̄i)

µi

c̄i =
∞∑

t=0

∑

st

βtπt(s
t)

u′(c̄i)

µi

yi
t(s

t)

⇔ c̄i

∞∑
t=0

βt
∑

st

πt(s
t) =

∞∑
t=0

βt
∑

st

πt(s
t)yi

t(s
t). (30)

ここで、
∑

st πt(s
t) = 1 (起こり得る全ての hittoryについて確率を足すと 1)なので、

∞∑
t=0

βt
∑

st

πt(s
t) =

∞∑
t=0

βt × 1 =
1

1− β
. (31)

従って、

c̄i = (1− β)
∞∑

t=0

βt
∑

st

πt(s
t)yi

t(s
t), (32)

と消費が求まる4。消費量は stateに関わらず常に一定になっていることに注意が必要である。これは
経済全体の endowmentは y1

t (s
t) + y2

t (s
t) = 1と常に一定であり、経済全体でみれば不確実性が存在

4パラメータ β の値と state st の stochastic processが与えられれば、消費が実数で算出できる。
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しない (no aggregate uncertainty)事と、Arrow-Debreu securityの取引によって complete marketが
成立し、個々人のリスクを完全に shareできていることに起因する。
求められた均衡における個人の消費が資源制約を満たしていることを確認する。

c̄1 + c̄2 = (1− β)
∞∑

t=0

βt
∑

st

πt(s
t)


y1

t (s
t) + y2

t (s
t)︸ ︷︷ ︸

=1




= (1− β)
∞∑

t=0

βt
∑

st

πt(s
t)

︸ ︷︷ ︸
=1

= (1− β)× 1

1− β

= 1. (33)

従って、資源制約は満たされていることが確認された。
最後に、price systemについて考える。q0

0(s
0) = 1に基準化すると5

q0
0(s

0) = β0π0(s
0)

u′(c̄i)

µi

= 1 ⇔ u′(c̄i)

µi

= 1. (34)

従って、

q0
t (s

t) = βtπt(s
t). (35)

と求まる。
以上より、Arrow-Debreu Equilibrium (ADE)は

ci
t(s

t) = c̄i = (1− β)
∞∑

t=0

βt
∑

st

πt(s
t)yi

t(s
t), ∀t, st, i = 1, 2 (36)

q0
t (s

t) = βtπt(s
t), ∀t, st (37)

によって特徴付けられる。

5これは 0期の財一単位を受け渡しする Arrow-Debreu sequrityの、0期における価格が 1であることを表す。この経
済には財は 1つしかないので、この基準化が一般性を失わせることはない。
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8.6.3. Example 3: periodic endowment processes

二人の個人 i = 1, 2からなる経済を考える。次のように stateの process及び endowmentが決定さ
れるとする。

st =

{
0, if: t is odd.

1, if: t is even.
(38)

y1
t (s

t) = st, y2
t (s

t) = 1− st. (39)

y1
t (s

t) + y2
t (s

t) = st + (1− st) = 1. (40)

y1 = (y1
0(s

0), y1
1(s

1), y1
2(s

2), · · · ) = (s0, s1, s2, · · · ) = (1, 0, 1, · · · ). (41)

y2 = (y2
0(s

0), y2
1(s

1), y2
2(s

2), · · · ) = (1− s0, 1− s1, 1− s2, · · · ) = (0, 1, 0, · · · ). (42)

Example 2と同様に経済全体の endowmentは常に一定であり、かつ stateの processが deterministic

(次にどの stateがくるか予想可能)であることに注意が必要である。
第 i個人の問題は次のように記述される。

max
ci

∞∑
t=0

∑

st

βtu
(
ci
t(s

t)
)
πt(s

t), (43)

s.t.
∞∑

t=0

∑

st

q0
t (s

t)ci
t(s

t) ≤
∞∑

t=0

∑

st

q0
t (s

t)yi
t(s

t). (44)

第 i個人の Lagrangianを Li、Lagrange multiplierを µiとおくと

Li =
∞∑

t=0

∑

st

βtu
(
ci
t(s

t)
)
πt(s

t) + µi

{ ∞∑
t=0

∑

st

(
q0
t (s

t)yi
t(s

t)− q0
t (s

t)ci
t(s

t)
)
}

. (45)

f.o.c.は

∂Li

∂ci
t(s

t)
= 0 ⇔ βtu′

(
ci
t(s

t)
)
πt(s

t) = µiq
0
t (s

t), ∀t, st. (46)

と求まる。ここで、任意の j = 1, 2についても上と同じ式が成立するため、第 i個人の f.o.c.と第 j個
人の f.o.c.の比をとると

u′ (ci
t(s

t))

u′
(
cj
t(s

t)
) =

µi

µj

⇔ u′
(
ci
t(s

t)
)

= u′
(
cj
t(s

t)
) µi

µj

, ∀t, st. (47)

ここで、効用関数 u(·)は strictly concaveなので、その一次導関数 u′(·)は必ず逆関数 u′−1(·)を持つ。
よって (47)は次の様に書き換えられる。

ci
t(s

t) = u′−1

(
u′

(
cj
t(s

t)
) µi

µj

)
, ∀t, st. (48)
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次に、全ての個人の消費を足し合わせて、経済全体の中での個人の消費の性質を調べる。上式を
i = 1, 2について足し合わせると

c1
t (s

t) + c2
t (s

t) = u′−1

(
u′

(
cj
t(s

t)
) µ1 + µ2

µj

)
, ∀t, st. (49)

但し、ここでは任意の jを fixedにして計算している。資源制約より

c1
t (s

t) + c2
t (s

t) = y1
t (s

t) + y2
t (s

t),

= st + (1− st)

= 1, ∀t, st (50)

が成立するので、任意の第 j個人について

1 = u′−1

(
u′

(
cj
t(s

t)
) µ1 + µ2

µj

)
, ∀t, st (51)

が成立する。この時、µ1、µ2は constantなので、(51)より、第 j個人の消費は任意の t、stについて
常に一定であることが分かる。従って

ci
t(s

t) = c̄i, ∀t, st, i = 1, 2. (52)

が成立する。但し、c̄iは constantである。
次に、時間、stateを通じて一定の消費量を具体的に求める。(22)を price systemについて解くと

q0
t (s

t) = βtπt(s
t)

u′(c̄i)

µi

, ∀t, st. (53)

但し、消費量は一定の c̄iで置き換えている。
ここでは stateの processが deterministicなので、price systemがどのように決定されるかを計算

可能である。今、s̃t = (1, 0, 1, 0, · · · )と定義すると、それ以外の processは発生しえないことが分かっ
ているので、

πt(s̃
t) = 1, (54)

πt(s
t) = 0, st 6= s̃t, (55)

である。従って、(53)より

q0
t (s

t) = βt u
′(c̄i)

µi

× 0 = 0, st 6= s̃t, (56)

q0
t (s̃

t) = βt u
′(c̄i)

µi

× 1 = βt u
′(c̄i)

µi

, (57)
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が成立する。ここで、q0
0(s̃

0) = 1に基準化すると

q0
0(s̃

0) = β0u′(c̄i)

µi

= 1 ⇔ u′(c̄i)

µi

= 1. (58)

従って、任意の t期について

q0
t (s̃

t) = βt u
′(c̄i)

µi

= βt, ∀t, st (59)

である。以上より、price systemは以下の様に求められる。

q0
t (s

t) =

{
βt, if: st = s̃t,

0, otherwise.
∀t (60)

次に、一定の個人の消費 c̄iを求める。price systemを予算制約式に代入すると
∞∑

t=0

∑

st

βtπt(s
t)

u′(c̄i)

µi

c̄i =
∞∑

t=0

∑

st

βtπt(s
t)

u′(c̄i)

µi

yi
t(s

t)

⇔ c̄i

∞∑
t=0

βt
∑

st

πt(s
t)

︸ ︷︷ ︸
=1

=
∞∑

t=0

βt
∑

st

πt(s
t)yi

t(s
t). (61)

ここで、s̃t以外の processは発生しえないことを利用すると

c̄i(1− β)−1 =
∞∑

t=0

βtπt(s̃
t)yi

t(s̃
t), ∀t, st (62)

最後に、y1 = (1, 0, 1, 0, · · · )、y2 = (0, 1, 0, 1, · · · )なので

c̄1(1− β)−1 = 1 + β2 + β4 + β6 + · · · ⇒ c̄1 =
1

1 + β
, (63)

c̄2(1− β)−1 = β + β3 + β5 + β7 + · · · ⇒ c̄2 =
β

1 + β
. (64)

但し、 1
1+β

+ β
1+β

= 1より、資源制約は満たされている。
Example 2と同様に、経済全体では不確実性が存在しない事と、Arrow-Debreu securityの取引に

よって complete marketが成立し、各個人のリスクが完全に shareされているために、消費は t、stと
は独立に常に一定になっている。第 1個人の方が消費が高いのは、第 1個人は 1期早く endowment

を受け取るため、無限期先までの endowmentの割引現在価値の総和がより大きくなるからである。
以上より、Arrow-Debreu Equilibrium (ADE)は

c1
t (s

t) = c̄1 =
1

1 + β
, c2

t (s
t) = c̄2 =

β

1 + β
, ∀t, st (65)

q0
t (s

t) =

{
βt, if: st = s̃t,

0, otherwise.
∀t (66)

によって特徴付けられる。
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